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Zusammenfassung: Wie lange muss man warten, bis
man mit einer Miinze oder einem Wiirfel zwei oder
mehr direkt aufeinander folgende Erfolge hat? Hier
wird ein rekursiver Ansatz zur Losung des Problems
erldutert.

1 Die Fragestellung

Neulich fragte mich ein Kollege, wie lange man im
Schnitt mit einem Wiirfel werfen miisse, um zwei di-
rekt aufeinander folgende Sechsen zu erhalten.

Etwas spiter fragte mich der gleiche Kollege, wie
lange man im Schnitt warten miisse, bis man beim
Miinzwurf zwei aufeinander folgende ,,Kopf*-Ergeb-
nisse habe.

2 Die Loésung

Das Problem hat mit der geometrischen Verteilung
zu tun. Um zwei aufeinander folgende ,,Kopf“-Er-
gebnisse zu erhalten, braucht man zunichst das erste
., Kopf*-Ergebnis. Die durchschnittliche Anzahl E,
der Wiirfe, bis man zum ersten Mal ,,Kopf** bekommt,
ist 2, da der Erwartungswert der geometrischen Ver-
teilung 1/p ist mit p als Einzelerfolgs-Wahrschein-
lichkeit. Nach einem ,,Kopf* bekommt man mit 50
%-iger Wahrscheinlichkeit beim niachsten Wurf (mit
der Nummer E| + 1) wieder einen ,,Kopf*, und mit
50 %-iger Wahrscheinlichkeit wird man wieder zum
Anfangszustand zuriick befordert, in dem man zwei
aufeinander folgende ,,Kopfe* braucht. Die zu erwar-
tende Anzahl £, der Wiirfe, um 2 aufeinander folgen-
de ,,Kopfe zu erhalten, geniigt also der Rekursion

E,=05-(E+1)+05-(E, +1+E)
bzw.

E =2-(E +1),

was zu E, = 6 fuhrt.

Die gleiche Vorgehensweise lésst sich beim Wiirfeln
anwenden und fiihrt zu

1 5
E=¢ (E,+D)+5 (E, +1+E)

bzw. zu
E,=6-(E +1)
und damit wegen E, = 6 zu £, = 42.

Die Methode lasst sich ausbauen: Die zu erwartende
Anzahl E,, drei aufeinander folgende Sechsen zu er-
halten, ermittelt sich Giber

1 5
E=g (E,+ 1)+ 3 (E,+1+E)
und
E,=6-(E,+1)
zu E, = 258. Analog ist £, = 1554.

Aufgrund der rekursiven Natur ergibt sich ein Bil-
dungsmuster:

E =6
E,=6-(E,+1)=6"+6
E,=6-(E,+1)=6"+6"+6
E,=6-(E,+1)=6'+6+6+6

Ist die Einzelerfolgs-Wahrscheinlichkeit p, so ist die
durchschnittliche Wartezeit fiir n aufeinanderfolgen-
de Erfolge gegeben durch

-3 Wb b b

i=1

Bei Feller (1968) und bei Chamberlain (1979) finden
sich kompliziertere Beweise fiir dieses Resultat.
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